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SUR DES VARIÉTÉS SEMI-ABÉLIENNES
par
Antoine Chambert-Loir
Résumé.  Cet artile propose une onstrution en théorie d'Arakelov des hauteurs
anoniques sur une extension d'une variété abélienne par le groupe multipliatif. Celles-i
apparaissent omme la somme d'une hauteur provenant de la variété abélienne et de e
que nous appelons hauteur relative. Nous étudions aussi les points de hauteur relative
nulle.
Abstrat (Canonial heights and Arakelov geometry on semi-abelian va-
rieties).  In this paper, we propose a onstrution of the anonial heights on an
extension of an abelian variety by the multipliative group, in the framework of Arakelov
geometry. These anonial heights are the sum of some height oming from the abelian
variety and something we all a relative height. We nally give some omplements about
the points whose relative height is zero.
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1. Introdution
Dans et artile, nous voulons montrer omment la théorie d'Arakelov permet d'in-
terpréter les hauteurs anoniques au sens de [1, 4℄ sur une extension d'une variété
abélienne par le groupe multipliatif Gm. Dans l'esprit de la onstrution arakelovi-
enne de la hauteur de NéronTate (f. [15, 16, 7℄), nous montrons que sur une telle
Classiation mathématique par sujets (1991).  14G, 14K, 11G, 14G40, 14K15.
Mots lefs.  Arakelov geometry, theorem of the square, semi-abelian variety, relative height.
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extension, il existe une hauteur anonique et elle est donnée par le degré d'Arakelov
d'un bré inversible sur un modèle onvenable muni de métriques hermitiennes aux
plaes arhimédiennes. Le as d'une variété semi-abélienne dont le tore sous-jaent est
déployé se traite par les mêmes méthodes, voir la remarque 4.7.
Le modèle entier est donné grâe à la formule de WeilBarsotti dans le as de bonne
rédution et à une extension de ette formule faisant intervenir la omposante neutre des
modèles de Néron en général (f. [13, (5.1), p. 53℄). Nous rappelons ei au paragraphe 3.
Sur une variante entière de la ompatiation de Serre, FaltingsWüstholz [18, 8℄
que nous exhibons au paragraphe 4, nous produisons des faiseaux inversibles rela-
tivement amples et les munissons de métriques hermitiennes à l'inni. Cei fait, nous
montrons au paragraphe 5 que l'on obtient la hauteur anonique en alulant le degré
d'Arakelov d'un des brés inversibles métrisés préédemment dénis (théorème 5.5 et
orollaire 5.6). La preuve est alors analogue à elle de [16, 15℄ : le manque d'unifor-
mité des modèles entiers est ompensé par les propriétés du degré d'Arakelov alulé
relativement aux morphismes de multipliation par un entier sur le groupe algébrique.
Nous donnons au paragraphe 6 ontient quelques ompléments sur les points de hau-
teur relative nulle et les points de Ribet  de [11, 1℄. Dans le as de bonne rédution,
nous obtenons la aratérisation suivante (proposition 6.1) :
Soient K un orps de nombres et oK l'anneau des entiers de K. Soient A un oK-
shéma abélien et 1 → Gm → E → A → 0 une extension de A par Gm fournie par
un faiseau inversible L ∈ Pic0(A ). La setion nulle de E induit une rigidiation de
L à l'origine de A , laquelle rigidiation détermine un isomorphisme du arré.
Le faiseau inversible L ⊗oK C sur A ⊗oK C admet alors une unique métrique
hermitienne telle que l'isomorphisme du arré soit une isométrie.
Soit x ∈ AK(K) et εx : Spec oK → A l'unique setion qui prolonge x. Il existe
alors un point de hauteur relative nulle dans EK(K) au-dessus de x si et seulement si
l'élément ε∗xL de P̂ic(Spec oK) est trivial, 'est-à-dire admet une base de norme 1 en
toute plae.
Nous terminons et artile en évoquant brièvement omment l'on peut le formuler
dans le langage des métriques adéliques de S. Zhang.
Cet artile est une version légèrement remaniée du premier hapitre de ma thèse [5℄,
soutenue en déembre 1995. . .
Je tiens à remerier haleureusement mon direteur de thèse, Daniel Bertrand, pour son
aide et ses enouragements inessants durant la gestation de e travail. Je remerie enn
Jean-Benoît Bost et Ahmed Abbes pour leurs remarques.
2. Notations et onventions
Si X est un espae loalement annelé et F un faiseau quasi-ohérent sur X , on
utilise les onventions de [EGA II℄ en notant V(F ) = Spec Sym• F et P(F ) =
Proj Sym• F les brés  vetoriels  et projetifs  assoiés à F . En partiulier, un
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morphisme u : E → F dénit des appliations dans l'autre sens V(F ) → V(E ) et
P(F )→ P(E ), ette dernière n'étant dénie que sur un ouvert si u n'est pas surjetive.
Nous ommettrons l'abus de langage onsistant à appeler bré en droites un faiseau
loalement libre de rang 1.
Soit X un shéma plat et quasi-projetif sur Z. Un bré en droites métrisé sur X est
la donnée d'un bré en droites L sur X , ainsi que d'une métrique hermitienne (on-
tinue) sur le bré omplexe LC sur X(C). On demandera que la métrique hermitienne
soit ompatible à la onjugaison omplexe. On note alors P̂ic(X) le groupe abélien
pour le produit tensoriel des lasses d'isomorphisme de brés en droites métrisés. Tout
morphisme de shémas f : X → X ′ induit un morphisme de groupes f ∗ : P̂ic(X ′) →
P̂ic(X).
Soit K un orps de nombres, oK son anneau d'entiers et notons S = Spec oK . Les
éléments de P̂ic(S) sont alors les (lasses d'isomorphisme de) oK-modules projetifs L
de rang 1munis d'une métrique hermitienne sur les droites omplexes L ⊗σC (ompat-
ibles à la onjugaison omplexe). Un élément de P̂ic(S) possède un degré d'Arakelov,
déni par la formule




où s est un élément non nul quelonque de L ; d'après la formule du produit, il est
indépendant du hoix de s. L'appliation d̂eg : P̂ic(S)→ R est un homomorphisme de
groupes abéliens.
Soit X un shéma plat et projetif sur l'anneau des entiers d'un orps de nombres
K et (L , ‖ · ‖) ∈ P̂ic(X). Assoions à tout point P ∈ XK(K) le réel h(P ) = [K ′ :
Q]−1d̂eg ε∗P (L , ‖ · ‖) où K
′
est un orps de dénition de P et εP : Spec oK ′ → X est
la setion anonique. Alors, la fontion P 7→ h(P ) est un représentant de la hauteur
de Weil (logarithmique, absolue) de P pour le bré en droites LK sur XK . (Voir [19℄,
ou [3℄ pour des généralisations.)
3. Formule de WeilBarsotti
Commençons par rappeler ette formule dans le as de shémas abéliens. Soient S
un shéma noethérien et A un S-shéma abélien. D'après Hilbert 90, il orrespond
à une S-extension ommutative 1 → Gm → E → A → 0 de A par Gm un espae
prinipal homogène sous Gm sur A et don un faiseau inversible L ∈ Pic(A) tel que
E s'identie au bré en droites V(L ∨) privé de sa setion nulle. La setion neutre
εE : S → E orrespond à un isomorphisme OS ≃ ε
∗
AL , 'est-à-dire à une rigidiation
de L le long de la setion neutre de A. Notons m (resp. p1, p2) l'addition (resp. les
deux projetions) A×S A→ A.
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Proposition 3.1 (BarsottiRosenlihtWeil, [17℄).  Soient S un shéma et A
un shéma abélien sur S. On note A∨ = Pic0(A/S) le shéma abélien dual. L'appli-





Démonstration.  (f. [14, Appendie℄). Montrons d'abord que ette appliation est
bien à valeurs dans A∨. En eet, si S ′ est un S-shéma, x ∈ A(S ′) et ξ ∈ E(S ′) relève x,











d'où un isomorphisme L → T ∗xL .
Cela implique alors que le bré inversible m∗L ⊗ p∗1L
−1 ⊗ p∗2L
−1
sur A ×S A est
trivial et don que L ∈ Pic0(A)(S) = A∨(S) (f. [17℄).
Il est immédiat que ette appliation est un morphisme de groupes. Montrons qu'elle
est injetive, autrement dit qu'il existe une unique struture d'extension de A par Gm
sur le shéma E0 = Gm ×S A. En eet, la multipliation dans E0 s'interprète omme
une appliation A×SA→ Gm qui est néessairement onstante (A×SA est propre sur
S, tandis que GmS est ane) don nulle, si bien que l'extension onsidérée est triviale.
Enn, onstruisons la réiproque de ette appliation. Soit ainsi L ∈ Pic0(A)(S) que
l'on voit omme un élément de Pic(A) muni d'une rigidiation le long de la setion
neutre, et posons E = V(L ∨) \ {0} le bré en droites assoié privé de sa setion nulle.
Le hoix de l'élément neutre dans E revient à se donner un S-point de E au-dessus





−→ OS. D'autre part, omme L ∈ Pic
0(A), il existe un unique
isomorphisme m∗L ≃ p∗1L ⊗p
∗





qui relève la multipliation m : A ×S A → A et ompatible ave la setion unité
εE : S → E de E. C'est la loi de groupe sur E que l'on herhait. En eet, l'assoiativité
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p1, p2, p3 désignant les projetions A
3 → A et p123 : A
3 → A étant l'addition des trois
omposantes.
De même, la ommutativité de la loi de groupe est une onséquene de la symétrie
de l'isomorphisme rigidié m∗L ≃ p∗1L ⊗ p
∗
2L .
Enn, il existe une unique appliation
ιE : V(L
∨) \ {0} → V(L ∨) \ {0}
au-dessus de la multipliation par −1, ompatible ave εE et provenant de la ompo-
sition de l'isomorphisme [−1]∗AL ≃ L
∨
et de l'appliation naturelle V(L ∨) \ {0} →
V(L )\{0} qui assoie à une base de L la base duale de L ∨. La omposéemE◦(idE, ιE)
est une appliation E → E onstante sur les bres de la projetion E → A et à valeurs
dans la bre de E au-dessus de εA. Elle est ainsi onstante et vaut εE , e qui prouve
que ιE est le morphisme  inverse .
Nous avons ainsi assoié à tout élément de L ∈ Pic0(A)(S) une extension de A
par Gm dont l'espae sous-jaent est V(L ∨) \ {0} ; ette appliation est la réiproque
voulue. 
Soient S un shéma de Dedekind, 'est-à-dire un shéma normal noethérien de di-
mension 1 et π : A → S un modèle de Néron. Autrement dit, il existe un ouvert
dense U de S tel que AU est un shéma abélien et A est le modèle de Néron de AU
sur S. On note A0 la omposante neutre de A 'est-à-dire le plus grand sous-shéma
en groupes ouvert de A/S à bres onnexes.




On a alors le lemme :
Proposition 3.2 (ArtinMazur, [13, Lemme (5.1), p. 53℄)






qui prolonge la dualité des shémas abéliens AU et (AU)
∨
.
Démonstration.  ArtinMazur prouvent e lemme en montrant que Ext1S(A
0,Gm)
vérie la propriété universelle du modèle de Néron, à savoir que pour tout S-shéma lisse
S ′, une S ′-extension de AU×SS′ par GmS′ se prolonge uniquement en une S
′
-extension
de A0S′ par GmS′. Nous donnons ii une démonstration onstrutive de la bijetivité de
l'appliation induite au niveau des S-points.
La démonstration de la proposition 3.1 nous ramène à montrer le fait suivant : soit





2LU , alors il existe une unique façon de prolonger es données en
un faiseau inversible L ∈ Pic(A0), une rigidiation ε∗A0L ≃ OS et un isomorphisme




2L . (Rappelons qu'un modèle de Néron vérie toujours
π∗OA0 = OS.)
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Choisissons un diviseur DU ∈ Div(AU) tel que L = O(DU). Comme A0 est régulier,
l'adhérene shématique D de DU dans A
0
est un diviseur de A0 et dénissons L1 =
O(D). Pour rigidierL1, on le remplae par L1⊗π
∗ε∗A0L
∨
1 qui est un faiseau inversible
L2 sur A0, muni d'une rigidiation qui prolonge la rigidiation initiale sur LU . Enn,








2 est (sur S) génériquement trivial, puisque
trivial une fois restreint à AU×UAU ⊂ A
0×SA
0
. Comme la projetion π2 : A
0×SA
0 → S
est à bres onnexes et omme S est de Dedekind, il provient de la base et est don de la
forme π∗2M , le faiseau inversible MU étant anoniquement trivial. Posons nalement
L = L2 ⊗ π∗M ∨. C'est un élément de Pic(A0) muni d'une rigidiation et d'un
isomorphisme rigidié omme on voulait, e qui prouve l'existene du prolongement.
L'uniité du prolongement se démontre de même, si L et L ′ sont deux prolonge-
ments, le faiseau inversible L ′⊗L ∨ est génériquement trivial et rigidié. Il provient
ainsi de la base, mais le faiseau inversible sur S dont il provient est néessairement triv-
ial à ause des rigidiations. Ainsi, il existe un unique isomorphisme rigidié L → L ′
et il est ompatible aux deux isomorphismes supplémentaires. 
4. Compatiation, métriques
Soit S un shéma de Dedekind onnexe, notons η son point générique. Soient Aη
une η-variété abélienne, A son modèle de Néron sur S et A0 la omposante neutre de
A. Soient Eη une extension de Aη par Gm et E l'extension de A
0
par Gm fournie par
la proposition 3.2. Notons L le faiseau inversible sur A0 assoié à E, vue omme
Gm-torseur, de sorte que E s'identie à V(L ∨) \ {0}.
On pose W = OA0 ⊕L
∨
et on dénit E omme P(W ). C'est un A0-bré projetif
dont E est un ouvert. En eet, si P ∈ A0(S) et εP : S → A
0
est la setion orrespon-
dante, un S-point de E au-dessus de P orrespond à un quotient loalement libre de
rang 1 : (α, β) : (OS⊕ ε∗PL
∨)→ J . Parmi eux-i, les points de E orrespondent aux
ouples (α, β) qui sont tous deux des isomorphismes. Le omplémentaire de E dans E
est alors onstitué de l' inni  (donné par α = 0) et de  zéro  (donnée par β = 0).
Ainsi, les projetions de W vers OA0 (resp. L
∨) dénissent deux sous-shémas de
E, respetivement les setions nulle  et  inni  (la setion nulle est eetivement la
setion nulle de V(L ∨)). Ce sont deux diviseurs relatifs de E au-dessus de A0, notons
les D0 (resp. D∞). Notant π la projetion P(W )→ A, il résulte du lemme suivant que
OP(W )(D0 −D∞) = π
∗L .
Lemme 4.1.  (f. [10, Chap. V, Prop. 2.6℄) Soient X un shéma, E un faiseau
loalement libre de rang n + 1 sur X et π : P = P(E ) → X. Si N et V sont deux
faiseaux loalement libres sur X, de rang 1 et n respetivement, ave une suite exate
0 → N → E → V → 0, l'image de P(V ) →֒ P est un diviseur D dans P et
OP(1) = OP(D)⊗ π
∗N .
Démonstration.  Posons E ′ = E ⊗N ∨ et P′ = P(E ′). Comme N est inversible, P′
est anoniquement isomorphe à P, le faiseau OP′(1) s'identiant d'après [10, Chap.
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II, Lemma 7.9℄ à OP(1) ⊗ N ∨. Cela nous ramène à prouver le lemme quand N est
trivial. Dans e as, l'injetion OX →֒ E s'interprète omme un élément non nul de
Γ(X, E ), puis omme π∗O(1) = E , omme une setion s non nulle de Γ(P,OP(1)) dont
le diviseur est égal à D ; ainsi, le lemme est démontré. 




∗L . Si σ : SpecC→ S est un point omplexe de S, montrons omment
munir les faiseaux inversibles σ∗M0 (resp. σ∗M∞) de métriques hermitiennes.
Montrons tout d'abord l'existene d'une métrique arrée  sur L (f. [16, II.2℄ dans
le as ubiste) :
Proposition 4.2.  Soient A une variété abélienne omplexe et L un faiseau in-
versible sur A algébriquement équivalent à zéro et rigidié à l'origine. Alors, il ex-
iste une unique métrique hermitienne sur L telle que l'unique  isomorphisme arré 
m∗L ≃ p∗1L ⊗ p
∗
2L ompatible ave la rigidiation à l'origine soit une isométrie.
Cette métrique est de plus l'unique métrique hermitienne sur L ompatible à la rigid-
iation et dont la forme de ourbure est nulle.
Démonstration.  Tout d'abord, c1 ∈ H
2
dR(A) est la première lasse de Chern de L ,
il existe d'après la théorie de Hodge une unique forme diérentielle invariante par
translations qui représente c1. D'autre part, le  lemme ∂∂  (f. [9, pp. 148149℄)
implique l'existene d'une métrique hermitienne sur L dont la forme de ourbure soit
ette forme diérentielle, et deux telles métriques dièrent d'une onstante stritement
positive. Il existe ainsi sur L une unique métrique qui soit ompatible à la trivialisation
à l'origine et dont la forme de ourbure soit invariante par translations. D'autre part,
L appartenant à Pic0(A), on a c1 = 0 et la ourbure de la métrique est nulle.
Enn, le bré m∗L ⊗ p∗1L
∨ ⊗ p∗2L
∨
, trivial, est muni d'une métrique hermitienne
dont la forme de ourbure est nulle. Par suite, il possède une setion globale sans zéros
dont la norme est une fontion harmonique et don onstante, A étant ompate. Ainsi,
la norme de l'isomorphisme arré est onstante ; sa valeur à l'origine est par dénition
égale à 1, d'où la proposition. 
Corollaire 4.3.  Ave les notations de la proposition préédente, l'unique isomor-
phisme [n]∗L ≃ L ⊗n ompatible aux rigidiations à l'origine est une isométrie.
Démonstration.  La proposition préédente nous fournit sur le faiseau inversible
[n]∗L ⊗ L ∨n, anoniquement isomorphe au faiseau OA, une métrique hermitienne
anonique dont il faut vérier qu'elle est triviale. Or, d'une part ette métrique est
onstante (sa forme de ourbure étant nulle), et d'autre part, la norme de la setion 1
vaut 1 à l'origine, e qui ahève la preuve du orollaire. 
La proposition préédente nous fournit une métrique anonique sur σ∗L , si bien que
W est muni, pour tout point omplexe σ : SpecC→ S de S, d'une métrique ontinue
‖ · ‖σW : si s = (s1, s2) est une setion loale de OA ⊕L
∨
, on dénit




Comme le faiseau inversible OP(1) est un quotient de π∗W , il est naturellement
muni d'une métrique hermitienne. D'après le lemme 4.1, M0 = π∗L ⊗ OP(1) e qui
nous donne une métrique hermitienne anonique ω0 sur M0 en prenant le produit
tensoriel des deux métriques sur π∗L et sur OP(1). De même, M∞ est muni d'une
métrique hermitienne anonique ω∞.
Donnons maintenant une formule expliite pour la norme en un point P ∈ E(C) des
setions anoniques sD∞ et sD0 des faiseaux M∞ et M0 dont le diviseur est D∞ et
D0.
Lemme 4.4.  Fixons une plae omplexe σ : SpecC→ S. Soit x ∈ A(C) et e une
base normée de L ∨x ; soit aussi un point P ∈ E(C) relevant x, ainsi qu'une base ε de
OP(1)P . Le point P orrespond alors à deux nombres omplexes u1 et u2 par le quotient
Ox ⊕L
∨









Remarque 4.5.  Ces métriques sont seulement ontinues alors que la géométrie
d'Arakelov onsidère usuellement des métriques C∞ ; 'est ependant ette métrique
qui reète préisément l'ation du tore sur la ompatiation, f. la proposition 4.6,
et donnera ainsi lieu aux hauteurs anoniques. D'autre part, lorsqu'on onsidère la
hauteur de points rationnels, il sut de hoisir une métrique ontinue. Enn, omme
'est une limite uniforme de métriques lisses, les arguments de [20℄ montrent que la
onsidération de ette métrique est légitime dans le ontexte de la géométrie d'Arakelov
en dimension supérieure, par exemple pour étudier la hauteur des yles.
Preuve du lemme.  La setion (1, 0) ∈ Γ(π∗(OA⊕L ∨)) ayant pour image la setion
sD∞ de OP(1), on a
‖sD∞‖(P ) = inf
(x1,x2e)7→s∞










La setion rationnelle sD0/sD∞ de M0 ⊗M
∨
∞ = π
∗L assoie au point P l'élément
(u2/u1)e
∨
. Sa norme est don |u1/u2| puisque ‖e
∨‖ = ‖e‖ = 1. On a don




Étudions enn le omportement des objets que nous venons d'introduire par rapport
aux morphismes de multipliation par n dans E.
Proposition 4.6.  Le morphisme [n]E : E → E s'étend uniquement en un mor-
phisme E → E, toujours noté [n]. De plus, on a des isomorphismes anoniques de
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norme 1 : si n ≥ 0, [n]∗M0 ≃ M n0 et [n]
∗M∞ ≃ M n∞ ; si n ≤ 0, on a en revanhe
[n]∗M0 ≃ M
|n|
∞ et [n]∗M∞ ≃ M
|n|
0 .
Démonstration.  Si n ∈ Z, la multipliation par n dans E provient du diagramme
suivant :




































V([n]∗L ∨) \ {0} //


V(L ∨) \ {0}

A0 // A0 ,
où, l'appliation V(L ∨) \ {0} → V(L ∨n) \ {0} assoie à une setion sans zéros de L
la puissane tensorielle n-ème de ette setion, et le arré de droite est artésien. Il en
résulte que le morphisme [n] : E → E s'étend à E selon le diagramme, dont le arré







































A0 // A0 ,
la èhe P(W )→ P(OA0⊕L
∨n) étant donnée au niveau des S-points par l'appliation
(







(α⊗n, β⊗n) : OS ⊕ ε
∗
PL
∨n → J ⊗n
)
quand n ≥ 0, et par
(






(β⊗|n|, α⊗|n|)⊗ idL⊗|n| : OS ⊕ ε
∗
PL
⊗|n| → J ⊗|n| ⊗L ⊗|n|
)
lorsque n ≤ 0.
En général, un morphisme P(W ) → P(W ) relevant la multipliation par n sur A0
qui envoie par image réiproque le faiseau OP(1) sur le faiseau OP(n) orrespond à
la donnée d'un morphisme surjetif
π∗[n]∗A(OA0 ⊕L
∨)→ OP(n).
La multipliation par n ≥ 0 sur E est ainsi donnée par les èhes naturelles
π∗(OA0 ⊕L
∨n)→ π∗ Symn(OA0 ⊕L
∨)→ OP(n).
Lorsque n ≤ 0, la multipliation par n orrespond à la omposition
π∗(OA0 ⊕L
⊗|n|) ≃ π∗(L ∨n ⊕ OA0)⊗ π
∗L ⊗|n| →
→ π∗ Sym|n|(L ∨ ⊕ OA0)⊗ π
∗L ⊗|n| → OP(|n|)⊗ π
∗L ⊗|n|.
Quand n ≥ 0, on a ainsi [n]∗
E
OP(1) = OP(n), tandis que quand n ≤ 0, on a
[n]∗
E
OP(1) = OP(|n|)⊗ π∗L ⊗|n|.
10 ANTOINE CHAMBERT-LOIR
Il reste à montrer que es isomorphismes respetent les métriques hermitiennes :
pour ela, il sut de montrer que les isomorphismes
[n]∗OP(1) = OP(n) (pour n ≥ 0) et [−1]
∗OP(1) = OP(1)⊗ π
∗L
respetent eux-mêmes les métriques, les formules pour M0 s'en déduiront puisque [n]∗L
est isométrique à L n (orollaire 4.3).
Dans un soui d'allègement, on eetue le hangement de base de S à C sans hanger
les notations. Soient x un point de A(C) et P ∈ E¯(C) relevant x, et, omme dans le
lemme 4.4, e une base normée de L ∨x , ε une base de O(1)P , et (u1, u2) ∈ C
2
tels que
P soit déni par le quotient Ox ⊕L ∨x → OP (1)P , x1 + x2e 7→ (x1u1 + x2u2)ε.
Alors, si n ≥ 1, f = e⊗n s'identie à un élément non nul de L ∨[n]x, dont la norme est
‖f‖ = ‖e‖n = 1. De plus, dans les bases f de L ∨[n]x et ε
⊗n
de OP(1)[n]P , le point [n]P
orrespond au ouple (un1 , u
n
2) si bien que ‖s∞‖([n]P ) = ‖s∞‖(P )
n
, ainsi qu'il fallait
démontrer.
Pour n = −1, soit f = e∨ la base de L ∨−x ≃ L
∨∨
x duale de e, de sorte que ‖f‖ = 1. Le
point [−1]P orrespond au quotient Ox⊕L ∨−x → OP (1)P ⊗Lx déni par (x1+x2f) 7→





d'où le résultat puisque [−1]∗D0 = D∞. 
Remarque 4.7.  La même méthode permet de traiter le as d'une variété semi-
abélienne dont le tore sous-jaent est déployé. En eet, ela nous ramène à une extension
d'une variété abélienne par une puissane Gm
t
, d'où t brés algébriquement équivalents
à 0 : L1, . . . , Lt que l'on peut métriser omme préédemment. On dispose alors (entre
autres) de deux ompatiations naturelles, à savoirP(OA⊕L
∨
1 )×A· · ·×AP(OA⊕L
∨
t )
et P(OA⊕L ∨1 ⊕· · ·⊕L
∨
t ). Dans l'un et l'autre as, on dispose de faiseaux inversibles
métrisés onstruits à partir des O(1) et des Li. Ils donneraient lieu à des hauteurs
anoniques, omme au paragraphe suivant.
5. Constrution des hauteurs relatives
On reprend les notations du paragraphe préédent, en supposant que S est le spetre
de l'anneau des entiers d'un orps de nombres K Rappelons que le premier groupe
de ChowArakelov P̂ic(S) de S s'identie au groupe des lasses d'isomorphisme de
faiseaux inversibles sur S munis de métriques hermitiennes  à l'inni  ompatibles à
la onjugaison omplexe.
Fixons tout d'abord un entier N > 0 qui annule les groupes des omposantes on-
nexes de As pour tout point s ∈ S.
Soient P ∈ E(η) et Q = π(P ) ∈ A(η). Comme A/S est le modèle de Néron de Aη,
il existe une setion εQ : S → A qui prolonge Q. D'après le hoix de l'entier N , le
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point [N ]AQ ∈ A(η) se prolonge en une setion ε[N ]Q : S → A
0
. Par suite, E/A0 étant
projetif, [N ]P se prolonge en une setion ε[N ]P : S → E qui relève ε[N ]Q.







ne dépendent pas du hoix de N . On les note respetivement H0,S(P ) et H∞,S(P ).
Démonstration.  Fixons • l'un des symboles {0,∞}. Le aratère anonique des
métriques hermitiennes ω• sur les faiseaux inversibles M• implique qu'elles sont invari-
antes par la onjugaison omplexe. Ainsi, nous avons bien par fontorialité des éléments
ε∗[N ]PM• dans P̂ic(S).
D'autre part, si M est un autre entier qui annule les groupes des omposantes on-








Pour ela, on peut supposer que M est un multiple de N , soit M = Nk pour un
entier k ≥ 1. Or d'une part, [k]∗M• = M⊗k• en tant que faiseau inversible métrisé
(proposition 4.6) et d'autre part, ε[M ]P = [k] ◦ ε[N ]P , si bien que l'on a




e qui onlut la preuve de la proposition. 
D'autre part, la proposition 4.6 (ou la proposition 5.1, omme on veut !) entraîne
immédiatement la proposition suivante :
Proposition 5.2.  Soit P ∈ E(η). Si n ≥ 0, on a H0,S([n]P ) = nH0,S(P ) et
H∞,S([n]P ) = nH∞,S(P ). De plus H0,S([−1]P ) = H∞,S(P ).
Proposition 5.3.  Soient η′ → η une extension nie, f : S ′ → S le normalisé de S
dans η′, A′ le modèle de Néron de Aη ×η η
′
, E ′ l'extension de A′0 par Gm qui prolonge
Eη × η
′
. Si P ∈ Eη(η), on a
H∞,S′(P ×S S
′) = f ∗H∞,S(P ) ∈ P̂ic(S
′)⊗Z Q ,
et de même pour H0.
Démonstration.  Si A/S est semi-stable, 'est lair : la omposante neutre de A′ est
obtenue à partir de elle de A par hangement de base, si bien que E ′ = E ×S S
′
, et.
Dans le as général, soit ϕ : A×SS
′ → A′ le morphisme naturel qui prolonge l'identité
Aη×η
′ = Aη′ . L'image de A
0×S S
′
par ϕ est ontenue dans A′0 et il nous faut omparer
ϕ∗L ′ et L ×S S ′. Or, ϕ∗L ′⊗f ∗L ∨ est un faiseau inversible métrisé sur A0×S S ′ qui
vérie le théorème du arré et est génériquement trivial. Comme S ′ → S est dèlement
plat, on a (π×S S
′)∗OA0×SS′ = OS′ ; d'autre part, A
0×S S
′ → S ′ est à bres onnexes,
si bien que ϕ∗L ′ ⊗ f ∗L ∨ provient d'un faiseau inversible sur S ′, lequel est trivial
à ause des rigidiations. Autrement dit, ϕ∗E ′, et. sont obtenues à partir de E par
hangement de base, d'où la proposition. 
Nous pouvons don poser :
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Dénition 5.4.  Soient η la lture algébrique de η et P ∈ E(η). Si η′ est une
extension nie de η telle que P ∈ E(η′) et f : S ′ → S est le normalisé de S, on appelle
hauteurs relatives de P les réels d̂egH0(P ) :=
1
[S′:S]




Théorème 5.5.  Les fontions d̂egH0 et d̂egH∞ : E(η) → R sont les hauteurs
anoniques sur E(η) attahées aux faiseaux inversibles M0,η et M∞,η sur Eη ; elles
sont positives. De plus (ZarhinBloh, MazurTate), d̂egH0(P ) − d̂egH∞(P ) est la
hauteur de NéronTate de π(P ) relativement au faiseau algébriquement équivalent à
zéro L sur A.
Démonstration.  Pour • ∈ {0,∞}, soit h• une hauteur de Weil sur E(η) attahée
au faiseau inversible M•,η sur Eη. Fixons un entier n ≥ 2. Les hauteurs anoniques
relatives au faiseau inversible M•,η de poids n pour le morphisme [n]Eη (f. par exem-
ple [4℄) sont par dénition les fontions sur E(η) dénies par






Rappelons pourquoi ette limite existe : omme [n]∗M•,η = M n•,η, il existe une onstante







et la limite s'érit omme somme d'une série uniformément onvergente. La dénomi-
nation hauteur est justiée par la omparaison |hˆ• − h•| ≤ Cn/(n − 1), tandis que le
terme anonique vient de e que hˆ•([n]P ) = nhˆ•(P ) pour tout P .
Montrons maintenant qu'il existe pour toute extension nie η′ → η une onstante
Cη′ telle que l'on ait, pour tout point P ∈ E(η
′), l'inégalité∣∣∣h•(P )− d̂egH•(P )
∣∣∣ ≤ Cη′ .
En eet, si S ′ est le normalisé de S dans η′ et si l'entier N > 0 annule les groupes
des omposantes onnexes du modèle de Néron de Aη′ sur S
′
, l'expression h•([N ]P )−
Nh•(P ) est bornée uniformément en P ∈ E(η
′). D'autre part, d̂egH•([N ]P ) = N d̂egH•(P )
d'après la proposition 5.2. Enn, en hoisissant omme modèle entier de Eη′ l'ad-
hérene de E ′ dans un espae projetif onvenable, on onstate que la diérene
d̂egH•([N ]P ) − h•([N ]P ) est uniformément bornée lorsque P dérit E(η
′). En met-
tant bout à bout es majorations, on a bien une inégalité omme annonée.
La proposition 5.2 et la dénition de la hauteur anonique entraînent alors que pour
tout P ∈ E(η′),
hˆ•(P ) = d̂egH•(P ).
L'extension nie η′ étant arbitraire, ela implique bien que hˆ• = d̂egH•.
Comme M∞ est eetif, la hauteur h∞ est minorée sur le omplémentaire de D∞,
e qui implique que hˆ∞ = d̂egH∞ est positive. De même pour d̂egH0. (Il est aussi
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possible d'utiliser le fait que les setions sD0 et sD∞ de M0 et M∞ ont une norme ≤ 1




∗L , on a pour tout P ∈ E(η) relevant un point de A0,
d̂egH0(P )− d̂egH∞(P ) = d̂eg ε
∗
Pπ
∗L = d̂eg (π ◦ εP )
∗L .
Autrement dit, hL désignant la hauteur de NéronTate sur Aη relative au bré in-
versible L , la fontion linéaire
d̂egH0 − d̂egH∞ − hL ◦ π
est, pour tout η′ → η, bornée sur un sous-groupe d'indie ni de A(η′) ; elle est alors
néessairement nulle, e qu'il fallait démontrer. 
Remarquons pour nir que les hauteurs relatives ontiennent toute l'information
néessaire pour onnaître la hauteur d'un point de l'extension (ompatiée) dans un
plongement projetif donné : le groupe de Piard de Eη est Z ⊕ Pic(Aη), si bien que
tout faiseau (très) ample sur Eη est de la forme π
∗N ⊗OP(n) pour un faiseau (très)
ample N sur Aη et un entier n > 0. En sus de la hauteur de NéronTate sur Aη,
la onnaissane de H∞ sut don, même si la onsidération de H0 + H∞ est plus
symétrique.
Corollaire 5.6 (Waldshmidt, [6, App.℄, Laurent [12℄).  Soit hNT une hauteur
de NéronTate sur Aη pour un diviseur symétrique ample et h la fontion Eη(η)→ R+
dénie par hNT ◦ π+ d̂egH0 + d̂egH∞. C'est une hauteur sur Eη ; de plus h(P ) = 0 si
et seulement si P est d'ordre ni.
Démonstration.  Que e soit une hauteur résulte du théorème 5.5 et des remarques
qui préèdent ; elle est positive omme somme de fontions positives. Enn, si h(P ) = 0,
il est néessaire que hNT (π(P )) = 0, e qui prouve que π(P ) est d'ordre ni. Alors,
pour tout entier n, h([n]P ) = nh(P ) = 0 et le théorème de Northott entraîne que
l'ensemble {P, 2P, 3P, . . .} est ni, 'est-à-dire que P est d'ordre ni. La réiproque est
laire, d'où le orollaire. 
6. Points de hauteur relative nulle
Pour nir, nous voulons donner quelques expressions expliites des hauteurs H0 et
H∞ et appliquer la théorie préédente à l'étude des points de hauteur relative nulle.
Nous onservons les notations des paragraphes préédents. Rappelons qu'un point
P de E = P(W ) relevant une setion (de la omposante neutre) εQ : S → A0 est la
donnée d'un quotient inversible de rang 1 de ε∗QW , soit un faiseau inversible I sur S
et deux setions x0 : OS → I , x1 : ε∗QL
∨ → I telles que (x0, x1) : ε∗QW → I soit
surjetif. Le point Pη appartient à Eη si et seulement si x0 6= 0 et x1 6= 0.
Les faiseaux inversibles M∞ et M0 étant dénis par les inlusions OA0 →֒ W et
L ∨ →֒ W , les diviseurs sur S des éléments θ∞ = x0 ∈ Hom(OS,I ) et θ0 = x1 ∈
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Hom(ε∗QL
∨,I ) s'interprètent respetivement omme les intersetions (propres, sur le
shéma E puisqu'on a supposé que Pη était un point de Eη) D∞ · {P} et D0 · {P}.
Alors, ε∗PM∞ = I et la norme de la setion θ∞ de I pour la métrique hermitienne






(à proprement parler, le membre de droite pour être alulé, néessite le hoix d'une
métrique sur I mais n'en dépend pas). Notons div(θ∞) =
∑
p∈S















C'est une somme de termes positifs de sorte que la hauteur relative d̂egH∞(P ) est nulle
si et seulement si θ∞ est un isomorphisme dans P̂ic(S) : θ∞ est un isomorphisme de
faiseaux inversibles et sa norme est 1 en toute plae ; ette dernière ondition équivaut
à ‖x0/x1‖
σ ≥ 1.



















Ainsi, la hauteur relative d̂egH0(P ) est nulle si et seulement si θ0 est un isomorphisme
dans P̂ic(S), soit si 'est un isomorphisme de faiseaux inversibles sur S dont le norme
est 1 en toute plae, e qui signie ‖x1/x0‖
σ ≥ 1.
Proposition 6.1.  Ave les notations préédentes, si εQ : S → A
0
, il existe un
point P ∈ E(S) de hauteur relative nulle relevant Q si et seulement si le faiseau
inversible métrisé ε∗QL ∈ P̂ic(S) est trivial.
Démonstration.  En eet, les onsidérations qui préèdent montre que si P est un
tel point, les deux setions x0 : OS → I et x1 : ε∗QL
∨ → I sont des isomorphismes
de faiseaux inversibles et ‖x0/x1‖
σ = 1 pour tout σ ∈ S(C). Autrement dit, la setion
rationnelle x1 ⊗ x
−1
0 de L est sans ples ni zéros et de norme 1. Cela signie bien
qu'elle réalise un isomorphisme OS ≃ L dans P̂ic(S).
Plus préisément, on voit que les points de hauteur relative nulle de E(S) qui relèvent
la setion εQ : S → A
0
sont en bijetion naturelle ave les trivialisations métriques du
bré inversible métrisé ε∗QL . 
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On déduit de la proposition préédente le fait suivant [2, proposition 2℄ : si K = Q
ou si K est un orps quadratique imaginaire, la nullité de la hauteur de NéronTate
de x ∈ A(K) relativement à L implique qu'il existe un point de hauteur relative nulle
dans l'extension paramétrée par L relevant un multiple de x. En eet, omme L |nx =
(L |x)⊗n, on peut hoisir n de sorte que L |nx ≃ OS dans Pic(A) ; il n'y a qu'une plae
arhimédienne et si s est une base de L |nx, la nullité de d̂egL |nx implique que ‖s‖ = 1
et L |nx = 0 dans P̂ic(S), e qu'il fallait démontrer.
Considérons alors un point Q ∈ A0(S) de la forme [n]Q1, ave Q1 ∈ A
0(S) et
P ∈ E(S) un point de hauteur relative nulle qui relève Q, on peut onsidérer un point
P1 relevant Q1 tel que [n]EP1 = P . Or, si le faiseau d'Arakelov ε
∗
Q1
L est de torsion,
il n'est pas forément trivial. Grâe au lemme suivant (dont il peut être intéressant de
remarquer que l'analogue géométrique est lassique), ela signie que P1 n'est pas a
priori déni sur S :
Lemme 6.2.  Soient S le spetre de l'anneau des entiers d'un orps de nombres et
(L, ‖·‖) un élément de P̂ic(S), d'ordre ni. Alors il existe une extension nie f : S ′ → S
telle que f ∗(L, ‖ · ‖) est nul dans P̂ic(S ′).
Démonstration.  Soit n ≥ 1 un entier tel que (L⊗n, ‖·‖n) = 0 et hoisissons une base
tn ∈ L
⊗n
de norme 1 en toute plae, soit ‖tn‖
σ = 1 pour tout σ ∈ S(C). Il existe une
extension nie S ′/S (par exemple, l'anneau des entiers du orps de lasse de Hilbert du
orps des frations de S) telle que L′ = L⊗OS OS′ est un OS′ module libre de rang 1 ;
soit don s′ une base de L′. Alors, s′⊗n est une base de Ln ⊗OS′ et il existe une unité
u de OS′ telle que s′⊗n = utn. Une extension S ′′ → S ′ telle que u1/n ∈ OS′′ permet de
poser s′′ = u−1/ns′ ; on onstate que s′′ est une base de L′′ = L′ ⊗OS OS′′ de norme 1
en toute plae, si bien que L⊗ OS′′ = 0 dans P̂ic(S ′′). 
Montrons enn omment les points de Ribet  de [11, 1℄ s'interprètent dans e
ontexte, en supposant pour simplier que A/S est un shéma abélien.
Proposition 6.3 (voir aussi [1, th. 4℄).  Supposons que A est un shéma abélien
sur S. Soient f : A∨ → A un S-morphisme de shémas abéliens et g = f − f∨ : A∨η →
Aη qui est un endomorphisme antisymétrique. Il existe au-dessus du point g(L ) ∈ A(S)
un S-point anonique de hauteur relative nulle.
Démonstration.  Sur X = A × A∨, onsidérons la (bi)extension de Poinaré PX ,
et de même sur Y = A∨ × A, métrisés de sorte que le théorème du ube soit une
isométrie [16℄. Soit s l'isomorphisme Y ≃ X qui éhange les fateurs ; par uniité du
prolongement métrisé, on a un isomorphisme de faiseaux inversible métrisés s∗PX =
PY qui prolonge la bidualité sur la bre générique.
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Le ritère valuatif de propreté entraîne que g se prolonge en un unique endomor-
phisme A∨ → A. Alors, on a les égalités entre faiseaux inversibles métrisés, qui résul-
tent de e qu'elles sont vraies sur η et de l'uniité du prolongement :
L |f(L ) = PX |f(L ),L = PY |L ,f∨(L ) par dualité
= (s∗PX)|L ,f∨(L ) = PX |f∨(L ),L = L |f∨(L ),
si bien que L |g(L ) est anoniquement trivial, en tant que faiseau inversible métrisé
sur S. La preuve de la proposition 6.1 montre que les S-points de hauteur relative nulle
relevant g(L ) orrespondent aux isomorphismes L |g(L ) → (OS, ‖1‖) dans P̂ic(S), d'où
un point anonique déni par l'isomorphisme i-dessus. 
Remarque 6.4.  Prouvons que le point de Ribet  déni dans [11℄ et onsidéré
dans [1℄ du point de vue des hauteurs est égal au point donné par la proposition
préédente. Considérons omme dans [11, (4.1), p. 146℄ le diagramme







1 // Gm // E // A // 0.
Choisissons y ∈ f ∗E(η) relevant L , soit x1 = f(y) ∈ E(η), d'où un 1motif M1 : Z→
f ∗E. Par dénition de la dualité de Cartier des 1motifs, le dual de M1 est un 1
motif M2 : Z → E. Soit x
2 ∈ E(η) l'image de 1. Le point xf := x
1 − x2 ∈ E(η) relève
f(L )− f∨(L ) et Bertrand prouve dans [1℄ que e point est de hauteur relative nulle.
Quand A/S est un shéma abélien, on peut faire ette onstrution sur S en hoisissant
y ∈ f ∗E(S) (si 'est possible) et en raisonnant en termes de S1motifs. Pour simplier,
raisonnons  loalement sur S ∪{∞} (S ompatié en rajoutant les plaes à l'inni)
 le résultat à obtenir est de nature loale, en l'espèe une hauteur loale à aluler
en un point indépendant de y  et hoisissons y ∈ f ∗E(S) ; il orrespond don à un
isomorphisme f∨(L )|L → OS puisque f ∗E est paramétrée par f∨. Alors, la desription
symétrique du 1motifM1 est la trivialisation de PY |L ,f∨(L ) = f
∨(L )|L que dénit y.
Le 1motif dual est alors donné par la trivialisation anonique de PX |f(L ),L donnée
par la trivialisation préédente et la dualité entre les Sshémas abéliens A et A∨.
Autrement dit, x2 est donné par la trivialisation de L |f(L ) qu'on en déduit omme
dans la preuve de la proposition et la diérene x1 − x2 est déni par l'isomorphisme
L |f(L ) ≃ L |f∨(L ) de la démonstration de la proposition 6.3, isomorphisme qu'on a vu
être une isométrie.
Remarque 6.5.  On vérie aisément que les expressions expliites pour d̂egH0 et
d̂egH∞ que nous avons érites plus haut donnent la déomposition de la hauteur rel-
ative en une somme de hauteurs loales anoniques, omme dans [1, 4℄.
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7. Métriques adéliques vs. modèles entiers
On peut éviter les référenes aux modèles de Néron dans et artile, voire ne pas
supposer que A/S est un shéma abélien omme dans la proposition 6.3 en faisant
appel à la théorie des métriques adéliques due à S. Zhang (f. [21℄). Soit AK une
variété abélienne sur un orps de nombres K et EK une extension de AK par le groupe
multipliatifGm, donnée par un faiseau inversible L ∈ Pic
0(AK) et un  isomorphisme
du arré 




∨ ≃ OAK×AK ,
d'où en partiulier un isomorphisme anonique pour tout n ∈ Z [n]∗L ≃ L n. Un
entier n ≥ 2 étant xé, le bré en droites L possède pour toute plae v de K une
unique métrique v-adique telle que et isomorphisme soit une isométrie (théorème 2.2
de [21℄ dont la démonstration est une adaptation dans e ontexte du proédé utilisé
par Tate pour onstruire la hauteur normalisée sur une variété abélienne).
De plus, ette métrique v-adique rend le théorème du arré une isométrie. La métrique
v-adique sur L induit en eet une métrique v-adique sur C(L ) telle que l'on ait une
isométrie [n]∗C(L ) ≃ C(L n) ≃ C(L )n ; omme C(L ) est trivial, ette métrique
v-adique est néessairement la métrique triviale sur OAK×AK telle que la setion 1 a
pour norme 1 en tout point, qfd. En partiulier, pour tout p ∈ Z, l'isomorphisme
[p]∗L ≃ L p est une isométrie.
Si AK a bonne rédution en v, l'unique modèle entier (Av,Lv), Av étant un ov
shéma abélien qui prolonge AK et Lv l'unique élément de Pic
0(Av) qui prolonge AK ,
nous fournit une métrique v-adique anonique donnant en x ∈ AK(K¯v) une norme
≤ 1 si ette setion est régulière dans un voisinage de l'adhérene de x dans Av. Cette
métrique oïnide ave elle que nous avions dénie auparavant.
La olletion de es métriques v-adiques onstitue de plus une métrique adélique au
sens de lo. it. Elles permettent par les mêmes formules que elles que nous avons
données dans le as arhimédien de onstruire une métrique adélique anonique sur le
faiseau OP(1) de la ompatiation P(OAK ⊕L
∨), et ette métrique adélique vérie
des propriétés tout à fait analogues à elles que nous avons établies dans et artile.
Expliitons maintenant e qu'est une métrique adélique pour un bré en droites sur
SpecK. Un tel bré est un K-espae vetoriel L de dimension 1 ; xons une base e




pour toutes les plaes v de K, |K∗|v désignant le groupe des normes v-adiques des
éléments non nuls de K, telle que ‖e‖v ≤ 1 pour presque tout v. Il possède un degré
arithmétique, déni par




où logv : |K|
∗
v → Q est la normalisation naturelle du logarithme de sorte que la formule
du produit s'érit
∑
v logv |x|v = 0 pour tout x ∈ K
∗
. Ainsi, le degré arithmétique ne
dépend pas du hoix de la base. En fait, ette desription rend apparent qu'il existe
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un unique isomorphisme du groupe des lasses d'isomorphismes de brés en droites
sur SpecK ave métriques adéliques sur le groupe P̂ic(Spec oK) ompatible aux degrés
arithmétiques.
Cette notion de métriques adéliques fournit ainsi une onstrution alternative des
hauteurs anoniques sur l'extension EK . L'analogue de la proposition 6.1 est que les
points de EK(K) de hauteur relative nulle relevant un point x ∈ AK(K) sont en
bijetion naturelle ave les trivialisations isométriques de Lx. La proposition 6.3 se
prouve dans e adre en remplaçant les isomorphismes dans les groupes de Piard
ompatiés utilisés dans la preuve de ette proposition par des isométries de brés en
droites munis de métriques adéliques. Ainsi formulée, elle s'étend au as de mauvaise
rédution.
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